
 

 

第十四章  路径算法 

 

§14.1  导言 

 

在生产管理，交通运输和通讯领域，经常会碰到这样的问题：沿着哪条

路线可以最短的时间或最少的费用把货物运往目的地？沿着哪条路线传送信

息最可靠或最快捷？如何组织生产可使生产成本最低？如何制定投资计划可

使利润最大？这些都可看成是：在给定的加权图中，求最短路径的问题。 

这一章的目的是要大家掌握求最短路径的 Dijkstra 算法，了解 Floyd 算

法的由图形直觉思维转化为矩阵操作的算法思想。进一步熟悉用 MATLAB

语言编写非数值计算问题的编程技巧，学会用多重循环和选择结构来实现较

复杂的穷举。学会如何建立实际问题的图论模型，希望能举一反三。 

 

§14．2  引例 

 

14．2．1 引例一：最短运输路线问题 

    如图 14.1 的交通网络，每条弧上的数字代表车辆在该路段行驶所需的时

间，有向边表示单行道，无向边表示可双向行驶。若有一批货物要从 1 号顶

点运往 11 号顶点，问运货车应沿哪条线路行驶，才能最快地到达目的地？ 

 

 

 

 

 

 

 

图 14.1 

给定一个有向图 G，每条边上都有一个数字代表边的长度。在实际问题

中这个长度可以代表费用，时间，可靠度或其他性能指标。 

普通长度（ordinary path length）：路径长度定义为该路径所包含的全体
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边的长度之和。对图中任意给定的两点 u, v, 在它们之间可能存在多条路径。 

普通型最短路径问题(ordinery shortest-path problem): 求从 u 到 v 的路径

中普通长度最短的路径。该路径称为从 u 到 v 的最短路径（shortest-path）。 

 

14．2．2 引例二：最廉价航费表的制定 

    某公司在六个城市 C1,C2,C3,C4,C5,C6 都有分公司，公司成员经常往来于

它们之间，已知从 Ci到 Cj的直达航班票价由下述矩阵的第 i 行，第 j列元素

给出（表示无直达航班），该公司想算出一张任意两个城市之间的最廉价路

线表。 

              

0 50 40 25 10

50 0 15 20 25

15 0 10 20

40 20 10 0 10 25

25 20 10 0 55

10 25 25 55 0





 





























 

该问题实际上是求以上述矩阵为带权邻接矩阵的加权图中，任意两点之

间的最短路径及其长度的问题。  

 

14．2．3 引例 3：数据的最可靠传输线路问题 

设有十分重要的数据需要在一个通讯网的两个节点间传输，假设每条通

讯链路(边)完好且不出现错码（即正常运行）的概率已知，各链路运行是相

互独立的。应沿哪条线路传输才能使该信息到达目的地的可靠性最高。线路

的可靠性为其上所有链路都正常运行的概率。这时，可定义边上的权为该边

正常运行的概率，路径的权定义为该路径所包含的全体边的概率之积，即该

路径的可靠性。两点间的最大权路径即为所求。 

 

§14．3  最短路径问题和算法的类型 

     

    按路径长度的不同定义可将最短路径问题分为两大类：普通路径长度和

一般路径长度。后者是指路径权被定义为其上边权的其他函数，如路径的权

为其包含的所有边权之积，边权的最大值或其他更复杂的函数。再如，在交
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通网络中，在道路的交叉口转弯时，可能会增加一个“转弯罚数”（ turn 

penalty）。详细的分类见表 14.1。 

表 14.1  最短路径问题的分类 

一、普通路径长度 

A. 无约束 

1）最短路径 

a.两个指定顶点间的最短路径 

b.一个指定顶点到其余各顶点的最短路径 

c.任意两顶点间的最短路径 

       2）第二，第三，…，第 k短路径 

   B.  带约束 

1）包含一些指定顶点的最短路径 

2）包含一些指定边的最短路径 

二、一般路径长度 

A.带转弯罚数； 

B.路径权为其上边权的其他函数形式，如边权之积。 

    我们先介绍求解类型一.A.1.：具有普通路径长度的最短路径问题的算法。 

 

§14．4  最短路径算法 

     

图论问题的求解与数值问题的求解（如方程式求根，插值计算，数值积

分和函数逼近等）有很大的不同，前者是“非数值性问题”，涉及到的数据结

构更为复杂，数据元素之间的相互关系一般无法用数学方程式来描述。解决

此类问题的关键已不再是分析数学和计算方法，而是能设计出合适的数据结

构。所谓数据结构是指数据（信息的载体，能够被计算机识别，存储和加工

处理）之间的相互关系。在这一章，我们将从粗略描述开始，逐步精细化的

算法设计过程展示出来。并给出经调试通过的 MATLAB 程序。在这些程序

中，你将会注意到，主要是进行判断，比较，而不是进行算术运算。 

 

14．4. 1 固定起点到其余各点的最短路径算法 

寻求从一固定起点 v0 到其余各点的最短路径的最有效算法之一是

Dijkstra 算法，它是一种迭代算法。为叙述方便，我们把从起点 v0 到顶点 v

的最短路径简称为 v 的最短路径。 

要求：加权图中无负权。 

出发点：最短路径上的任何子段仍是最短路径，距 v0远的顶点的最短路

径必经过距 v0近的顶点。因此可按与 v0的距离由近及远地逐个求出各顶点的
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最短路径和长度。 

算法思路：设置一个集合 S，存放已求出其最短路径长度的顶点。 

1） }{ 0vS   

2）求出 SVS  中与 0v 距离最近的顶点 u，将 u 加入到 S 中 

3）重复 2）直到 ΦS 。 

    例 14．1  一个简单例子 

    求图 14.2 中从顶点 1 到顶点 6 的最短路径及其长度。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 14.2 

以 1 号顶点为起点，首先，S={1}，与 1 号顶点距离最近的顶点为 4 号

顶点，将其加入到 S 中，S={1,4}，1 到 4 的最短路径已求出，见图 14.3 中的

粗线所示，并在顶点 4 旁边标上该路径的权，S 中的顶点在图中为实心点。

下一个与顶点 1 距离最近的顶点一定是 S 的邻点 2，5，3 或 6，经过 S 中的

顶点直接到达，显然这当中，顶点 1 到顶点 2 的距离最近，其最短路径在图

14.4 中用粗线表示，将顶点 2 加入到 S 中，S={1,4,2}。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                图 14.3                               图 14.4    

此时，在 S 中与顶点 1 最近的顶点为 3，经顶点 4 到达 3，距离为 5+2=7，

已求出的最短路径在图 14.5 中用粗线表示，顶点 1 到各顶点的最短距离标在

顶点的旁边，此时 S={1,4,2,5}。与前面类似，下一个离顶点 1 最近的顶点为

顶点 5，接着便是顶点 6，其最短路径和距离如图 14.6 所示，该图的粗线是

一棵树，树上任意两点间有唯一路径，这些路径均为最短路径。该树称为最

短路径树。 
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          图 14.5                                图 14.6 

在这个简单例子里，第 2 步，找出 S 中离顶点 1 最近的顶点用手工操作

较容易，计算机如何才能实现呢？ 

为直观，想象把集合 S 中的顶点涂成红色，S 中的顶点为白色。如何在

白点集 S 中找出最短路径长度最小的顶点 u，加入到红点集 S 呢？ 

对于图中每个顶点 v，引入一个标记 l(v)来记录从 v0到 v 的，且中间只

经过红点，不经过白点的路径中的最短路径长度（当从 v0出发，经过红点集

S 中的顶点不能到达 v 时，l(v)取）。 

 

1）当 Sv 时，l(v)是 v0到 v的最短路径长度； 

2）当 Sv 时，l(v)不小于 v0到 v的最短路径长度； 

3）若 {l(v)}l(u)
Sv

 min ，则 u是S 中距离 v0最近的顶点， 

                 且 l(v)是 u的最短路径长度。 

上述结论成立吗？为什么？ 

 

    最初 l(v0)=0,  )(v,lvv 0 ,标记最小的顶点为 0vu  ，将其涂红加

入到 S 中，从而 }{ 0vS  。 

    当新红点 u 加入 S 后，S 改变，红点的标记不会改变，白点 v 的标记将

怎样变化呢？ 

从起点 v0出发，中间只经红点到 v 的最短路径只可能是如下两种之一， 

1）v 的前一个点为老红点； 

2）v 的前一个点为新红点。 

第一种情形 v 的最短路径长度为 l(v)，第二种情形 v 的最短路径长度为

)()( u,vwul  （其中 w(u,v)为边(u,v)的权）。因此 l(v)应更改为 

          min{l(v), l(u)+w(u, v)}。 
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上述算法只求出了最短路径的长度，如要求出最短路径，还

需记下路径。为此，对每个顶点 v，引入一个父亲点 f(v),

记录在 v 的只经过红点的最短路径上，v 的前一个顶点。与

l(v)一样，f(v)将随着 S的变化而不断更新。f(v)最终的取值就可以确定从

起点 v0出发到其余各点的最短路径。怎么确定？为什么？ 

 

因此，算法可进一步细化为 

Dijkstra 算法： 

    输入加权图的带权邻接矩阵 w=[w(vi, vj)]nn，所求路径的起点为 v0  

    1）初始化 

令 l(v0) 0,  )(,0 vlvv ， 0vu  ， }{ 0vS  ； 

    2）更新 l(v), f(v) 

Sv ， 若 )()()( u , vwulvl  ， 则 )()()( u , vwulvl  , 

uvf )( ； 

3）求出使 )(min)( vlul
Sv

 的 u, }{uSS  ； 

4）重复 2），3）直到 ΦS 。 

 

1）由于任何一条最短路径的子段也是最短路径，因此在 v0 

到 v的最短路径上，v的前一个顶点为 f(v)，f(v)的前 

一个顶点为 f[f(v)]，这过程继续直到追踪到 v0为止， 

            这样便可得到 v0到 v的最短路径。 

2）若最终某顶点 v的标记为，则表明从 v0到 v没有路径，即从 v0出发不 

   能到达 v。 

 

下面用一个例子来说明 Dijkstra 算法的迭代过程。 

例 14．2  一个计算例子 

用 Dijkstra 算法求图 14.1 从 1 号顶点到 5 号顶点的最短路径。 

    初始化：l(v)的初值如表 14.2, u=1，S={1} 

表 14.2 

 v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

l(v) 0           

第一次迭代： S 中顶点的新标号由公式 l(v)=min{l(v),l(u)+w(u,v)}确定，

修正 l(v),并为 f(v)赋值，见表 14.3。 
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表 14.3 

 v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

l(v)  8     7     

f(v)  1     1     

对 S 中所有顶点的标号 l(v)进行比较，得出具有最小标号 l(7)=7 的顶点

u=7，将 7 加入 S 得：S={1,7}。从 1 号顶点到 S 中顶点的最短路径（由 f(v)

记录）及其长度（由 l(v)记录）已经求得，由 f(v)记录的当前最短路径树见图

14.7，连接红点与白点的边用虚线表示，因为以后可能会改变，且虚线所指

的顶点的标记也可能会改变。红点用实心圆表示，白点用空心圆表示。方框

内的数为顶点标记，没画出的顶点的标记为。 

 

 

 

 

 

 

               图 14.7                              图 14.8 

第二次迭代： l(v), f(v)经第二次迭代后的值如表 14.4。 

表 14.4 

 v  1  2  3  4  5  6   7  8  9  10  11 

l(v)    8  12          7  17       

f(v)    1  7     1  7    

对 S 中所有顶点的标号进行比较，得出具有最小标号 l(2)=8的顶点 u=2，

将 2 加入 S 得：S={1,7，2}。从 1 号顶点到 S 中顶点的最短路径（由 f(v)记录）

及其长度（由 l(v)记录）已经求得，当前的最短路径树见图 14.8，方框内的

数为顶点标记。 

 

 

 

 

 

 

 

 

         图 14.9                            图 14.10 
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图 14.11 

以后的各次迭代类似，对应的最短路径树见图 14.9——图 14.11，表 14.5

列出了 l(v), f(v)在各次迭代的取值。 

表 14.5 

迭    l(v) (f(v))        

代 1  2  3  4  5 6  7  8 9 10 11 u 

0 0                  1 

1 0 8(1)        7(1)       7 

2 0 8(1) 12(7)      7(1) 17(7)     2 

3 0 8(1) 11(2)      7(1) 17(7)     3 

4 0 8(1) 11(2) 16(3) 17(3)  7(1) 17(7)     4 

5 0 8(1) 11(2) 16(3) 17(3)  7(1) 17(7)   
28 

(4) 
5 

 

方框“”里的数表示 S 中顶点的标记 l (v)和父亲点 f (v)，在以后的迭

代中不会改变。各次迭代对应的最短路径树在图 14.7 到图 14.11 中依次绘出，

方框内的数为顶点标记。到第五次迭代，5 号顶点已在 S 中，因此，对应的

最短路径树中从 1 到 5 的唯一路径 1-2-3-5，就是 1 到 5 的最短路径，l(5)=17

便是其长度。该最短路径也可由父子关系追踪而得。由 f(5)=3 知，5 的前一

个点为 3；由 f(3)=2 知，3 的前一个点为 2；由 f(2)=1 知，2 的前一个点为 1。

因此得到 5-3-2-1，倒过来就是 1 到 5 的最短路径。 

 

1）若想求出从 1到其余各顶点的最短路径，则继续上述过 

   程直到 S包含全部顶点。 

2）Dijkstra算法的运算时间是 O(n
2
)级的。该法既适合于 

           有向图又适合于无向图，只是要求所有权都必须非负。 
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1）试分析 Dijkstra算法的时间复杂度，证实为 O(n
2
)。 

2）在 MATLAB环境下，编制用 Dijkstra算法求最短路径的 

   M文件函数，求解 14.2.1所给出的“最短运输路线问题”。 

 

1）如果想要求出两点间的全体最短路径应怎么办？当最短 

   路径被占用或出现故障时，就必须改用次短，再次短的 

   路径，如何求出第 k短的最短路径？ 

2）如果带有负权，如何求最短路径？ 

 

14.4.2 每对顶点间的最短路径算法 

显然此问题可由重复 Dijkstra 算法来解决，每次取定一个顶点作起点，

但这需要大量重复计算，效率不高。Floyd 另辟蹊径，提出了比这更好的算

法，可一次性地求出任意两点间的最短路径和距离，其思想方法很有创意，

与 Dijkstra 算法截然不同。 

Floyd 算法的基本思路： 从图的带权邻接矩阵 A=[a(i, j)]nn开始，递归

地进行 n 次更新，即由矩阵 D(0)=A, 按一个公式，构造出矩阵 D(1)；又用同

样的公式由 D(1)构造出矩阵 D(2)；……；最后又用同样的公式由 D(n1)构造出

矩阵 D(n)。矩阵 D(n)的 i 行 j 列元素便是 i 号顶点到 j 号顶点的最短路径长度，

称 D(n)为图的距离矩阵，同时还可引入一个后继点矩阵 path 来记录两点间的

最短路径。 

递推公式为 

D(0)=A； 

D(1)=[dij
(1)]nn,  其中 dij

(1)=min{ dij
(0),  di1

(0)+ d1j
(0)}； 

D(2)=[dij
(2)]nn,  其中 dij

(2)=min{ dij
(1),  di2

(1)+ d2j
(1)}； 

…… 

D(n)=[dij
(n)]nn,  其中 dij

(n)=min{ dij
(n1),  di, n1

(n1)+ dn1, j
(n1)}； 

 

dij
(1)
：中间只允许经过 1号顶点，从 i到 j的路径中，最 

      短路径的长度； 

dij
(2)
：中间只允许经过 1，2号顶点，从 i到 j的路径中， 

      最短路径的长度； 

…… 

dij
(k)
：中间只允许经过 1，2 … k号顶点，从 i到 j的路 

                   径中，最短路径的长度； 
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…… 

dij
(n)
：中间允许经过 1，2 … n号顶点（即任何顶点），从 i到 j的路径 

      中，最短路径的长度，此即为 i到 j的最短路径长度。 

  

    上述矩阵序列{D(k)}可递归地产生，利用循环迭代便可简便求出。算法的

详细步骤如下 

Floyd 算法步骤： 

    d(i, j)：dij
(k)；   

path(i, j)：对应于 dij
(k)的路径上 i 的后继点，最终的取值为 i,到 j 的最短

路径上 i 的后继点。 

    输入带权邻接矩阵 A=[a(i, j)]nn 

    1）赋初值 

    对所有 i, j, d(i, j)=a(i, j)；当 a(i, j)= 时, path(i, j)=0, 否则 path(i, j)=j；k=1。 

    2）更新 d(i, j),path(i, j) 

对所有 i, j，若 d(i,k)+d(k,j)>=d(i,j), 则转 3)；否则 d(i,j)=d(i,k)+d(k,j)， 

path(i,j)=path(i,k)，k=k+1, 继续执行 3)。 

    3）重复 2）直到 k=n+1。 

    例 14．2  一个编程例子 

    借助 MATLAB 软件，用 Floyd 算法求图 14.12 所示的加权有向图中任意

两点间的最短路径及距离。 

 

 

 

 

 

 

 

图14.12 

加权有向图的存储结构采用带权邻接矩阵[a(i, j)]。 

MATLAB程序： 

    %  Floyd’s  Algorithm 

    function [D,path]=floyd1(a) 

    n=size(a,1); 

    %设置D和path的初值 

    D=a; path=zeros(n,n);     

2 

1 

5 

4 3 

 

           65    50 

               80 

 

     70        100     30 

 

               20 
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    for i=1:n 

       for j=1:n 

          if D(i,j)~=inf 

             path(i,j)=j;     %j是i的后继点 

          end 

       end 

    end 

    %做n次迭代，每次迭代均更新D(i,j)和path(i,j) 

    for k=1:n 

       for i=1:n 

          for j=1:n 

             if D(i,k)+D(k,j)<D(i,j) 

                D(i,j)=D(i,k)+D(k,j);    %修改长度 

                path(i,j)=path(i,k);     %修改路径 

             end 

          end 

       end 

    end 

在 MATLAB 命令窗键入： 

    a=[0 50 inf inf inf; inf 0 inf inf 80; inf 30 0 20 inf; inf inf inf 0 70;65 inf … 

    100 inf 0]; 

    [D,path]=floyd1(a) 

运行结果： 

    D = 

         0    50   230   250   130 

       145     0   180   200    80 

       155    30     0    20    90 

       135   185   170     0    70 

        65   115   100   120     0 

    path = 

         1     2     2     2     2 

         5     2     5     5     5 

         4     2     3     4     4 

         5     5     5     4     5 

         1     1     3     3     5 
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    因此，由最短距离矩阵D和最短路径矩阵path，容易得出任意两点之间的

最短路径及其长度。如，顶点1到顶点3的最短路径长度：D(1,3)=230，最短

路径：1-->2-->5-->3。这是因为，path(1,3)=2,意味着顶点1的后继点为2，又

path(2,3)=5，从而顶点2的后继点为5，同理，因path(5,3)=3，从而顶点5的后

继点为3，故1-->2-->5-->3便是顶点1到顶点3的最短路径。 

在该程序运行过程中，每次循环所得到的D和path的变化情况在表14.6

中给出。 

表14.6  Floyd算法求解例14.2的动态执行情况 

K=0   D =                               path= 

           0    50   Inf   Inf   Inf            1     2     0     0     0 

          Inf     0   Inf   Inf   80            0     2     0     0     5 

          Inf    30    0   20   Inf            0     2     3     4     0 

          Inf    Inf   Inf   0    70            0     0     0     4     5 

          65    Inf   100  Inf    0            1     0     3     0     5 

k=1   D =                                path=    

          0    50   Inf   Inf   Inf             1     2     0     0     0 

         Inf     0   Inf   Inf   80             0     2     0     0     5 

         Inf    30    0   20   Inf             0     2     3     4     0 

         Inf   Inf    Inf    0   70             0     0     0     4     5 

         65   115   100   Inf   0              1     1     3     0     5 

k=2   D =                                path= 

          0    50   Inf   Inf   130             1     2     0     0     2 

         Inf     0   Inf   Inf    80             0     2     0     0     5 

         Inf    30    0    20   110             0     2     3     4     2 

         Inf   Inf   Inf     0    70             0     0     0     4     5 

         65   115   100   Inf    0              1     1     3     0     5 

k=3   D =                                path= 

          0    50   Inf   Inf   130             1     2     0     0     2 

        Inf     0   Inf   Inf    80              0     2     0     0     5 

        Inf    30     0    20   110             0     2     3     4     2 

        Inf    Inf   Inf     0    70             0     0     0     4     5 

         65   115   100   120     0            1     1     3     3     5 

k=4   D =                                path= 

          0    50   Inf   Inf   130             1     2     0     0     2 

         Inf     0   Inf   Inf    80             0     2     0     0     5 

         Inf    30    0    20    90             0     2     3     4     4 

         Inf   Inf    Inf    0    70             0     0     0     4     5 

         65   115   100   120    0             1     1     3     3     5 

k=5   D =                                path= 

          0    50   230   250   130            1     2     2     2     2 

        145     0   180   200    80            5     2     5     5     5 

        155    30     0    20    90            4     2     3     4     4 

        135   185   170     0    70            5     5     5     4     5 

         65   115   100   120     0            1     1     3     3     5 

  

 

1）Floyd 算法中记录最短路径的矩阵Path，与Dijkstra算 
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   法中记录最短路径的向量f有何区别和联系？如何由矩阵 

   Path得到任意两点间的最短路径？为什么？在m文件 

   floyd1.m中加入一些语句，使其直接输出全部顶点间的 

   最短路径及其长度，而不只是D和path 。 

2）两算法的基本思路完全不同，是图论中颇具代表性的两 

               类算法，它们各自妙在何处？受此启发，构思不同于Floyd 

               算法的求任意两点间最短路径方法。 

 

*§14．5  一般型最短（或最长）路径问题 

 

上一节讨论的最短路径问题，其路径权为路径上各边权之和。但在实际

问题中常有这样的情况，路径的权是边权的其他函数。例如，在 14.2.3 中介

绍的“数据的最可靠传输线路问题”，这样的问题颇具代表性，电线网，交通

网中也有类似的问题。每条边有可靠度 1p0:p  kk 作为边权。可靠度可

以是通道正常运转的概率，也可以是此通道空闲的概率，我们的目的是要找

出两顶点间最可靠的路径传送物流。显然，路径的可靠度为路径上每条边的

可靠度之积，此时路径的权可定义为路径上所有边权的乘积，不再是边权之

和。 

 

14．5．1 最可靠线路问题 

    在图 G 中，每条边的权为 0 与 1 之间的数，表示线路的可靠性，P 是从

s 到 t 的路径，定义路径 P 的长度 



Pe

ewPw )()( ，“ ”是连乘号。

称 s 到 t 的路径中路径长度 w(P)最大的路径为 s 到 t 的最可靠路径。 

    如何求出两点间的最可靠路径呢？ 

    方法一：转化为最短路径问题。将图 G 上每条边的权 w(e)换为ln(w(e))，

得到与 G 结构相同，但权不一样的加权图 G’，求出 G’的最短路径，该最短

路径必为原图 G 的最可靠路径，反之亦然。 

    方法二：可将 Dijkstra 算法稍作修改来求最可靠路径。 

算法： 

    输入加权图 G 的带权邻接矩阵 w=[w(vi,vj)]nn，( 0 w(vi, vj)1 ), 所求最

可靠路径的起点为 v0  

    1）初始化 

  令 l(v0)=1, 0)(,0  vlvv ， 0vu  ， }{ 0vS  ； 
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    2）更新 l(v), f (v) 

  Sv ， 若 )()()( vu,wulvl  ， 则 )()()( vu,wulvl  ，

u(vf ) ； 

3）求出使 )(max)( vlul
Sv

 的 u, {u} SS ； 

4）重复 2），3）直到 ΦS 。 

 

14．5．2 最小爬高度路径问题 

    在图 G 中，设边权 w(e)表示沿 e 的爬高度，则从 s 到 t 沿路径 P 的爬高

度为 )}({max)( ewPw
Pe

  

我们把从 s 到 t 的路径中爬高度最小的路径称为从 s 到 t 的最小爬高度

路径。 

同样，可将求最短路径的算法修改来求最小爬高度路径。 

 

修改 Dijkstra算法，使其适合于求最小爬高度路径，写出该

修正算法的步骤。 

 

 

14．5．3 更一般的路径问题 

一般地，只要路径的长度函数和路径问题属于下述两种情况，均可由

Dijkstra 算法稍作修改之后求解。 

情形一：对任意路径 1210210  kkk vvvvvP,vvvvP  均有 

)()( PwPw  ，求两点间路径中长度最大的路径。 

情形二：对任意路径 1210210  kkk vvvvvP,vvvvP  均有 

)Pw(w(P)  ，求两点间路径中长度最小的路径。 

最可靠线路问题属于情形一，最小爬高度问题属于情形二。 

 

§14．6  范例：设备更新问题 

 

14．6．1 问题 

设备的更新和改造是一项系统工程，并且是一种动态系统。从系统内部

分析，由于设备在使用过程中处于经常的运行状态，必然产生有形磨损；从

系统所处的外部环境来看，由于科学技术的发展，新一代设备的问世，将使
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原有设备的使用价值和价值降低，产生无形磨损。设备更新则是彻底消除这

两种磨损的手段。一台设备究竟使用多长时间就需更新？ 

 

14．6．2 函数优化模型及其求解 

考虑一台设备使用多久更换，可使平均每年的成本最低。 

决策变量：设备的使用年限 t； 

    目标函数：一年的成本 Y。成本包括：设备的维持费用（即维修费，能

耗，事故及效率下降损失等），设备折旧费，投资利息。 

假设 

1）设备的维持费用按等差级数逐年增大，即每年增加的费用差额为常 

   数； 

2）设备更新投资额为 K0，设备残值为 E，年利率为 Z。 

 

1）假设 2是合理的，但假设 1把问题大大地理想化了，使 

   问题变得非常简单，容易处理。该假设的合理性需通过 

   实际的数据来检验。若与实际偏差大，则需作更一般化 

           的假设，当然，模型也更复杂。 

2）假设实际上就是给出问题的已知条件，假设不同，当然解决方法不同， 

   模型就不一样。后面第二个模型在不同的假设下，导出了不同的模型。 

 

由假设 1，按等差级数求和公式，易求出 t 年的维持费用 

2/λ)1(  ttS  

则设备每年平均维持费为 

2/)1(/  ttSC  

    由假设 2，得年折旧费 A 和年投资利息 B 分别为 

2/E)Z(KB

/)E(K

0

0



 tA
 

因此设备平均每年的总成本为 

2/]E)ZK()1[(/)EK(

/)EK(2/E)ZK(2/)1(B

00

00





tt

ttACY
 

确定设备经济寿命的问题就归结为下述模型 

2/]E)ZK()1[(/)EK(min 00  ttY  
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其中 t 为决策变量。 

为求使 Y 值最小的 t*值， 

令 0
dt

dY
，即   0

EK

2 2

0 





t
 

解出 





)EK(2 0*t ，t* 即为设备的最佳更新周期。 

将 t* 代入 Y，可得设备的最低年均总成本为 

2

ZK)EK(2 00* 





Y  

 

14．6．3 网络模型及其求解  

考虑车辆的更新策略。一辆汽车从购进到更新，使用年限不同，更新速

度不同，其总成本有明显差别。问题是一辆汽车使用几年更新，其运营总成

本最少。 

假设： 

1）只在每年年初考虑是否更新车辆；车辆最多能用 4 年。 

2）考虑一辆车的 8 年规划。 

3）运营成本只考虑投资，维持费用和车辆的残值。 

4）第 i 年初一辆新车的价格为 iP ；车辆在第 i 年初到第 j 年初这段时

间的维持费用为 ijm （包括维修费，能耗，事故及运营收入损失）；第 i 年购

进，第 j 年出售的旧车价格为 ijs 。其中 i, j=1,2,3,…,8,9。 

 

显然假设 1，2，3都比较合理。假设 4里的各参数需通过市

场调查和过去的运营状况来进行预测，这些参数的获取也需

建立数学模型。这里假设它们已知，是把问题分解，我们只

考虑其中的一个子问题。 

 

    由假设 3，4，可确定：车辆于第 i 年购进，第 j 年出售，这期间车辆的

使用成本为 

              ijijiij smPC   
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由此可计算出各种更新方案的单元成本估计值 ijC 。 

建立一个加权有向图 G：用 9 个顶点表示 9 个年头的年初，有向边(i, j)

表示第 i 年购进一辆车，第 j 年出售该车这个阶段，其上的权为这阶段的单

元成本估计值 ijC ，作出的加权有向图 G 如图 14.1 3 所示。顶点 1 到顶点 9

的任何一条有向路径都对应了一个车辆更新方案，且有向路径的长度就是对

应的更新方案的总成本。例如有向路径 1369 就表示第一年购进，用到

第 3 年更新，然后再在第 6 年更新，用到第 9 年，该方案的总成本为

693613 CCC  。 

求最佳车辆更新策略，使总成本最低的问题便转化为：求加权有向图 G

从顶点 1 到顶点 9 的最短路径，长度对应于费用。 

假设各阶段的单元成本估计值 ijC 分别都已求出，在图 14.13 中标出。用

Dijkstra 算法，借助于 MATLAB 软件可求得顶点 1 到顶点 9 的最短路径为

159。因此，车辆的最优更新策略即为第一年购进，第 5 年更新，再用到

第 9 年，总成本为 11250。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 14.13 

 

按照第二个模型的假设，能否建立整数规划模型？哪些整数

规划问题可转化为网络的最短路径问题？比如，整数背包问

题能转化为网络的最短路径问题吗？ 

 

 

§14.8  实验 

 

C12= 1450 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

C26= 5450 C48= 6150 

C69= 6150 

C15=4750 C37=5800 C59=6500 

4450 

3200 

1700 1850 1950 2075 2200 2325 2450 

5050 

4100 3650 

2750 

3850 

3425 

4750 

3875 

5350 
4325 
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14．8．1 实验一：计算机网络布线 

表 14.7  主干网连接一览表（表中数据为距离） 

 总部 子公司 1 子公司 2 子公司 3 电视台 电信部门 

总部 —— 5 —— 10 15 7 

子公司 1  —— 12 —— —— 11 

子公司 2   —— —— 20 4 

子公司 3    —— 10 —— 

电视台     —— —— 

电信部门      —— 

某公司下属多家单位均建有局域网，其中有几家已连上公司的主干网，

连接情况见表 14.7，现有 A,B 两家单位平时业务往来较多，欲通过与其他单

位连接，通往主干网，表 14.8 给出了 A, B 两单位与可连接的单位的距离。

问应如何连接能使 A,B 之间的距离最短？ 

表 14.8 A,B两单位与可连接的单位（表中数据为距离） 

 总部 子公司 1 子公司 2 子公司 3 电视台 电信部门 

A 单位 —— —— 3 1 —— 3 

B 单位 3 5 —— —— 8 —— 

 

14．8．2 实验二：矿厂选址 

v1(3) v2(2) v3(7) v4(6)

v5(1)v6(1)v7(4)

3    2    6    

1    

4.8  4.5  

1.5  2    

 

图 14.15 

    矿石在若干个采矿点被采下后，需集中运输到统一的矿厂进行处理。某

矿区有七个采矿点，其线路图如图 14.15，已知各矿点每天的产矿量 q(vi)(标

在图中的各顶点上）。现要从这七个采矿点中选一个来建造选矿厂。问应把选

矿厂建在哪个采矿点处，才能使各采矿点所产的矿运到选矿厂所在地的总运
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力（千吨公里）最小。 
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